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NOTAS DE CATEDRA
UNIDAD N° 1: ALGEBRA VECTORIAL

Los puntos se anotan convencionalmente con letra mayuscula y sus coordenadas con letra
minuscula:

e En el plano cartesiano (R?): A (x1;y,)
e En el espacio tridimensional (R3): A4 (x1; y1;21)

Distancia entre dos puntos

Sean A(x;;y4;21) Y B(x,;v,; 2,) dos puntos en R3. La distancia entre dichos puntos se denota
d(A; B) 0 d(B; A) y se obtiene a través de la siguiente expresion:

d(A;B) = (x; = x1)* + (2 = y)? + (22 — 71)?
Vectores definidos entre dos puntos

Dados los puntos A(xy;y1; 21) Y B(x3; ¥2; 22), €s posible definir a partir de ellos dos vectores:
AB = (X3 —x1; Y2 = Y135 22— 21) Y BA=(x1 —x3; 1 — Y25 21 — 22)

AB se lee: “vector con origen en A y extremo en B”y de forma analoga BA se leera: “vector con
origen en B y extremo en A”. Para vectores en R? omitiremos la tercera coordenada, z.

Vectores equipolentes
Son aquellos vectores que tienen la misma norma, direccién y sentido.

Seanu’ ,v € R"
- _ — . — . . —
u =v <:>u1—v1,u2—v2,...,un—vn

Norma de un vector

La norma de un vector, que se denota |||, es la longitud de este y se obtiene a partir de la
siguiente expresion:

T =V ? + g2 + o+

OPERACIONES CON VECTORES
% Producto entre un escalar y un vector en R™. Seanu € R"; A,t € R.
AW = A(uq; uy; . uy) = (Aug; Auy; ... Au,) € R™

Propiedades: @w,0 e R® A A€R

1. AW =UA . ... ... ... . conmutativa

2. AtwW)=@ADuw . .. ... asociativa

3. siA=1 = Aw=1w=u......... neutro multiplicativo
4, sidl=-1= AWw=—-1w=-u...... vector opuesto

5. SiA=0= Aw=0w=0......... vector nulo
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6. ||AW]|| = |A| |||, siendo |A] el valor absoluto de A.

Demostracion: |2 W] = /(Auy)? + (Auy)? + -+ + (Auy)? =
= Al Vus? + up? + -+ up? = 2] | 7|

Notas: i)si[A| >1 = [lAW|| > |7 ; i)sildl<1 = [lA7] < || 7]
i) si Al =1 = [AwN =Tl ; V)sia=0 = [Aw]=]0] =0

Condicién de paralelismo entre vectores

Dos vectores, no nulos, son paralelos si y solo si es posible expresar a uno de ellos como el
resultado del otro, multiplicado por un escalar. Sean uw’, v’y 4 # 0

W/ v ©uw =27 S (U uy; ..;uUy) = (Avg; Avy; ... Avy,)

< Adicion de vectores
Seanu,v € R"
U+ v = (U Uy e uy) + (0055 005 0n) = (U F 05Uy U550 Uu, +U,) ERT

Propiedades: Sean @, 7, w,0 € R* A A teR

1L U+ v =04+u ... conmutativa

2. U+ @W+wW) =@+ v)+w....... asociativa

3. U+ =0+ U =T .. neutro aditivo

4, AW+ V) =AU +Av.............. distributiva respecto a la adicién de vectores
5. A+tu=Aw+tu .............. distributiva respecto a la adicién de escalares
6. WH(-D)=—-T+T=0....c...... opuesto aditivo

Versor

Es un vector de norma uno, llamado también vector unitario.

Versor asociado

Sea u’ € R™. El versor asociado al vector u’, que se denota i, es un vector de norma uno
gue ademas tiene la misma direccion y sentido que el vector .

Versores Fundamentales

Son vectores de norma uno que indican la direccion de los ejes coordenados.
En R? indican la direccion de los ejes x,y,z: T = (1,0,0); J = (0,1,0); k = (0,0,1)
En R? indican la direccion de los ejes x,y: T = (1,0); J = (0,1)

Notacién Canénica de un vector de R3: @ = u,;T +u, J +uzk
W = (ug;uy; uz) = u1(1,0,0) +u, (0,1,0) +u3(0,0,1) = uy, T+ u, J + uzk . Para vectores en
R? se debe omitir la tercera componente.
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& Producto Escalar o Punto

*

Se define para vectores en R" y su resultado es un nimero real.
WV = (U U s Up) (V5 Vg5 3 V) = UV U U+t Uy v, € R

Propiedades: Seanw,v,w,0 € R® A A teR

LUV =0 Ui conmutativa

2 u-Wrtw)=u-vtu-w....... distributiva

w-uw =l cuadrado de la norma

4. A @ v)=@Qu) v =u-Av)...... asociativa respecto al producto por un escalar

Producto escalar a partir del &ngulo entre vectores y las normas: Solo para para
vectores en R? y R3

uw-v =WVl cos O con 0<60<m

Despejando podremos obtener la expresion que permite hallar el angulo determinado por
los vectores w’'y v’

— -

u-v

cos = ————
[T vl

Condicion de perpendicularidad entre vectores

Dos vectores no nulos son perpendiculares si y sélo si el producto escalar entre ellos es
nulo. Seanuw, v’ # 0

—

Ulveuw-vr=0
Dem.: A partir de la ecuacion u’- v’ = || |||l v']| cos 8, podemos deducir que si ambos

. 3
vectores son perpendiculares entonces 6 = g 0 6= 7” de modo que cos 8 = 0. Llegamos
asiaqueu - v =0.

Angulos directores

Son los angulos que el vector forma con los semiejes de coordenadas positivas.
Para il = (uq;uy; u3) € R3, los angulos directores que se determinan con los tres semiejes
de x,y, z se denotan a, 3, y respectivamente.

Cosenos directores

Uus

cosa = cosf = W

—ul H —uz ;, COSYy =
T T

Podemos ver la deduccién de estas expresiones y un Ejemplo
en el siguiente video: https://youtu.be/homORPSxBds

Si en algun video se explica algo que contradice lo dicho en las Notas
de Catedra, no dudes en consultar con tu docente o en las clases de
consulta.
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En R3 se cumple que: cos®a + cos?* B + cos*y = 1. Para vectores en R? se deben omitir y y
cosy, respectivamente.

Componente Escalar

La componente escalar de un vector u’ sobre la direccién de otro vector v’ esta definida para
vectores de R? y R3.

Compy u = || || cos 8, despejando cos 6 de la interpretacién geométrica del producto
escalar y remplazando, tenemos:

— — — —

TEEY) uv

[wlcost = || U]l —=== = |Compyu=
Il vl !

Note que su resultado es un escalar.
Proyeccion Vectorial

La proyeccion vectorial de un vector u” sobre la direccién de otro vector v’ también esta
definida para vectores de R? y R3.

_ — — _ ﬁ"v — j— 1 —
Proyz u = Compypu -V = T remplazando por v = B tenemos:
vv o ouvo1 Prov_. T uwv o
—— 'V =77V = |Proyyu ===
I vl | [ | Y | V|2

Su resultado es un vector.

Podemos ver la explicacién en el siguiente video
https://youtu.be/dWC71lmYInws

Para responder después de ver el video

1.- ¢ Qué es la componente de un vector u sobre v ?

2.- En el video cuando se habla de magnitud se refiere a la
componente, ¢la componente es siempre positiva?

3.- ¢ Cuél es la diferencia entre componente de un vector y la
proyeccion?

4.- ;Coémo se calcula la proyeccion de un vector u sobre v ?
5.- Como se observa, el vector proyeccion de 1 sobre v debe
estar en la misma direccién que v ¢,qué concepto garantiza
esto?

Podemos ver la construccion en Geogebra, de una proyeccion
vectorial en el espacio, a través de: hitps://youtu.be/cTyVOFS-
hdU

[=]7m
S

[=]
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¢ Producto Vectorial o Cruz

Operacion definida solo para vectores de R3 y su resultado es otro vector, también de R3.

Def: W x v' = (ug; up;uz) X (v1;v2;v3) = (UpV3 — UgVz 5 UgVy — UiV3; WqVp — UpVq)

T T k
U XV = (Uyvz —uzvp)T — (Uqv3 —uzvy)j + (v, —uyv)k = |u; u, us| (pseudodeterminante)
V1 V2 V3

En el siguiente video podemos ver la interpretacion
geométricay laférmula que define el producto vectorial
https://youtu.be/7RpF{PEuybM

Propiedades: Seanw,7,w,0 € R3 A A€R

L W XTU = —=(U XU ot e anti-conmutativa

2.UXT =W = W.lT AWLYT (CONW,7, W +0)........ perpendicularidad del
producto vectorial

3. WXV =0 & w//¥ (conw, 7w #0)...... segunda condicién de paralelismo

4, UX WEtW)=uUXv U XW ..... distributiva a izquierda respecto de la adicién

5, WEwW)XU =vXu +wxu...... distributiva a derecha respecto de la adicion

6. AW XV)=QAUW) XV =u X (AV)..... asociativa respecto al producto por un escalar

7. WXO =0 XTW=0."oueeeeiin... producto con vector nulo a derecha o izquierda

Interpretacién geométrica de la norma del producto vectorial

Sean en R3 dos vectores u, 7" # 0. Podemos determinar a partir de ellos un paralelogramo
cuyos lados consecutivos son las medidas de sus normas || u’|| y || 7’| respectivamente. El
area de dicho paralelogramo se puede calcular con la férmula:

Area del paralelogramo = ||u"x V|| = || @|||| V|| sen @

Si dividimos un paralelogramo por cualquiera de sus diagonales obtenemos dos tridngulos de
igual area. Esto nos permite calcular el area del triangulo determinado por dos vectores

u, v # 0 con la férmula:
Area del triangulo = !

wx v _ &N |l sen
2

< Producto Mixto o Triple producto escalar
Esta definido solamente para vectores en R3 y su resultado es un nimero real.
W (WX V) = (Wi wys ws) - [(ugsugsug) X (v v55v3)] =

= (Wy; W w3) * (UpV3 — U3y ; UVy — UpV3; Uy — UpVy) =
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= wy (U3 — U3y ) + wo(Uuzvy — ugv3 ) + wi(ug vy — upvq)

wy wy Wsg
U Uz Uz
V1 VUV V3

>w-Wxv)=

—

Propiedades: Sean @, 7, w,0 € R?> A 1€ R

L WX (WXVU)Z WX (0 XU eeeee e anti-conmutativa

2. AW Wxv)=w-[AW@xv)]......... asociativa respecto al producto por un escalar
3. 0- @Wxv)=w- (0 xw)=v" - (Wx0)=0............. producto con vector nulo
4. w- @Wxw)=v-Wxuw)=w- W xv)

Interpretacién geométrica del valor absoluto del producto mixto

Sean en R3 tres vectores W', v, w # 0. Podemos determinar a partir de ellos un
paralelepipedo cuyas aristas no paralelas son las medidas de sus normas || 7||,|| 7l y || w'l|
respectivamente. El volumen de dicho paralelepipedo se puede calcular con la férmula:

Volumen del Paralelepipedo = [u”- (v" x w)]|

Podemos ver en este video la interpretacién geométrica
del valor absoluto del producto mixto
https://lyoutu.be/Gzd7RFXKF3A

Nota: Volumen del paralelepipedo = 2 - (Volumen del prisma) = 6 - (Volumen del tetraedro)

DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL

Sea en R™ el siguiente conjunto de vectores: A = {u; ,u;, ..., u,}

Def.: Si existe un vector v € R™ que puede obtenerse a partir de todos los vectores del
conjunto A, a través de la siguiente expresion:

n
T = M AT e Dl = ) AT (L ER)
i=1

Se dice que v’ es una combinacién lineal de 4 = {u; ,u;, ..., u,}

Conjunto linealmente independiente: El conjunto de vectores A es linealmente independiente
si y solo si la combinacion lineal:

es posible unicamente con todos los escalares nulos, es decir, 41 =4, = - =4, = 0.
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Conjunto linealmente dependiente: El conjunto de vectores A es linealmente dependiente si
no es linealmente independiente, es decir, si la combinacién lineal:

0 = Ay + A0, + - + A0y,
es posible con algun escalar no nulo, es decir, existe algun 4; # 0.

Propiedad: si existe al menos un 4; # 0 entonces existe por lo menos un vector que es
combinacion lineal de los otros

Podemos encontrar un Ejemplo y una sintesis del tema en el
siguiente video: https://youtu.be/4d3S0cbsf s

GUIA DE TRABAJO PRACTICO N° 1
ALGEBRA VECTORIAL

A lo largo de la guia de Actividades cuando el logo @ de Geogebra aparezca en el enunciado
de un problema, se esta indicando o sugiriendo resolverlo con dicho software. Se puede
descargarse gratuitamente en el celular o PC. jPero no olvidar la resolucién analitica!

Q 1. Dados los vectores i = (4;-3); v =(-2;5) y w = (—1;4) , obtenga:
a) U+v ;U —-v;; v—-u; 2v—-w ; —v+2w-3uw
Grafique con papel y lapiz y también con GeoGebra si lo desea.
b) llw+ 7 ; llwll + |7l Compare los resultados obtenidos.
c) |I-kv’|l ; |—kl|l|v |l Compare los resultados obtenidos.
d) Las coordenadas del punto B, sabiendo que el punto A(3; 1) es el origen y B el

extremo del vector AB =7
N 1—
e) Lanorma del vector s’ = W

f) Elversor asociado a u’.

g) Un versor de la misma direccién que u’. ¢ Cuantos vectores con dichas condiciones
existen?

h) Un vector paralelo a ¥’ de norma 8. ¢Cuantos vectores con dichas condiciones
existen?

@ 2. Dados los puntos 0 (0; 0; 0); A (1; 2; —3); B (0; 4; 5)y C (3; —2; —4), halle:

a) OA; OB; AB; BC; CB . Visualice en GeoGebra los puntos y los vectores
o) [[04]| ; [[4 | B

c) Un versor de idéntica direccion y sentido que OA.

d) Las coordenadas del punto D, tal que CD sea equipolente a AB

e) Las coordenadas del punto M, tal que MC = %ﬁ

~

3. Dados los vectoresw =5{+3k ; ¥ =i—2f+5k y W =3i—j— 4k, encuentre:
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Q4.

10.

a) u+4v,-v+2w-3u
by @ —2v -4 |Iwil
c) Un vector de norma quince, paralelo a w’. ¢ Cuantos vectores con dichas

condiciones existen?

Luego de explorar la siguiente escena:

https://www.geogebra.org/m/wkijbs2hu : 4

Responde:
¢, Qué puede decir de la medida del &ngulo comprendido entre dos vectores no nulos
uwyv Ssi

AT T =07 D)7 -7 <0 ? O T >07

Justifica analiticamente lo visualizado en GeoGebra. ¢Seran las mismas respuestas si
son vectores de tres dimensiones?

¢ Existen algun vector perpendicular a v’ = { — 3j — k cuya tercera componente sea - 4
y su norma 32 ?

Si se sabe que w v =-30, |[ul|=9 y ||V]| = 7. Obtener, utilizando propiedades,
lw+vy llw =7l

Dados los vectores u’ = (3;—-4)y v = (1;5) de R?, encuentre:
a) u-v ylamedida del &ngulo que forman u y V.

b) El vector proyeccion de u’ en la direcciéon de v'. Grafique.
c) El vector proyeccion de v’ en la direcciéon de u’. Grafique.
d) Lacomponente de u’ en la direccion de v’

e) Un versor perpendicular a u’. ¢ Cuantos existen?

— —

Dados los vectores w = (3;—4) y v’ = (1;5) halle, si existe, un vector distinto del nulo
de R?, perpendicular a u’ y v’ simultineamente.

¢La respuesta obtenida es valida para cualquier par de vectores? ¢ Como tienen que ser
U y ¥ para que exista un vector simultdneamente perpendicular a ambos?

Puede explorar en GeoGebra para aventurar alguna respuesta y después validarla con
argumentos tedricos.

Los puntos A (5; 3;0), B(2; —3;1) y C(—5; —2; 1) son vértices de un tridngulo. Determine
area, perimetro y altura del mismo respecto del lado AB.

Puede ayudarlo a visualizar lo pedido si trabaja con GeoGebra, identifique los puntos, el
triangulo y la altura pedida.

Dados los vectores w’ =i+ 3] —4k y v =1i— 2k de R3, halle:

a) Un versor perpendicular simultaneamente a ambos vectores. ¢ Cuantos vectores con
dichas condiciones existen?

b) Un vector de norma nueve perpendicular a w’ y v’.¢Cuantos vectores con dichas
condiciones existen?
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Sean los puntos A (2; 3;—1), B(x; 1;0) y C(4; 3; 2) : Halle x para que el vector

u = (6; 4; —4) sea perpendicular a los vectores AB y CE simultaneamente.

El camino de resolucién elegido ¢es el Unico posible? ¢es el mas econdémico en cantidad
de pasos?

Halle todos los valores de h € R, si existen, para que el volumen del paralelepipedo
definido por los vectores: w = (1; 2; 3); v = (h; 0; 2) yw = (1;—-2; 1) seaigual a
nueve unidades cubicas.

¢Existen los escalares h,kym € R tales que (—6; 4, 2)=h(1; 0; 0) + k(0; 0; 1) +
m (0; 2; 2)7?. Justifique su respuesta.

Halle si existe el valor de k € R para que el vector (1,1, k) sea combinacion lineal de los
vectores u’ = (1,—1,0), v =(0,1,1) y w = (1,1,2)

Sea {v;;7,;v3} un conjunto de vectores linealmente dependiente en R3, analice la
independencia lineal del conjunto de vectores {v;;v, }.¢Es suficiente la informacion
dada? ¢ La respuesta es Unica?

Decida si los siguientes conjuntos de vectores son linealmente independientes:
a) A={(;-23)(3528);(-221)}

b) B = {(1; —2); (-3;5); (2; 1)}

c) C ={(;2 -30)}

d D ={12); (=12}

e) E = {(L—-23) (=35 8); (22 1); (0;1;2)}
) F = {1 2,-3;2); (0; 0; 0; 0)}

9) G ={(-2;3 1) (-1, —4; 2); (—10; 4; 8) }
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% EJERCICIOS ADICIONALES:

1. Dados los vectoresu’ = (3;—4) y v = (a; —2) de R?, encuentre de ser posible a € R
para que el &ngulo determinado por los dos vectores sea %n.

2. Dado un vector w’ de norma tres, con angulos directores a =

componentes del o los vectores para:
a)w € R? b)w’ € R3

wIls

y B =% Encuentre las

3. Calcule la medida de los angulos interiores de un triAngulo cuyos vértices son:
A(-1;1;,0); B(2;2;, 1) yC(1; 0; 2).

4. Seanu’'y v vectores en R?. Demuestre utilizando las propiedades que
W+ 2 + 1w =711 2 =2 [I)1* + 2[IV17

5. Encuentre k € R para que la proyeccion vectorial del vector v = (2; k; —2) en la direccion
del vector @ = (k — 1; 1; —2) sea un vector de norma dos.

6. Sean v’y u vectores no nulos. ¢Qué puede decirse de ambos vectores en cada uno de
los siguientes casos?

Proyz v =0 b) Proyyz v =w C) Proypv =7

7. Dados los puntos A (-1; 2; 3); B (0; 2; 5); C(4; 0; 6)
a) Verifique que los puntos no estan alineados. Justifique.
b)  Halle el area del triangulo ABC.
c) Halle la altura del triangulo respecto al lado BC.

8. Dadas las coordenadas de los puntos A(1,1,0), B(—1,—1,-1)y €(2,2,0)
a) Encuentre las coordenadas del punto D para que ABCD sea un paralelogramo.
b) Determine el area del paralelogramo ABCD.

9. Calcular el volumen de un tetraedro cuyos vértices son:
A(1;0; 0); B(0;—1;0); C(0; 0, -1) y D(0; 0; 1)

10. Dados los puntos A(1,0,1),B(1,1,1) y C(1, 6,a) halle de ser posible:

a) Los valores de a € R para que los tres puntos queden alineados.

b) Los valores de a € R para que los puntos sean tres vértices de un tridngulo de
) 3
area > u?.

11. Dados los puntos A (1; 2; 0); B(2; 1; ¢); C(c +1; 3; 3) y D (3; 3; 3). Halle todos los
valores de c € R, si existen, para que el volumen del paralelepipedo con vértices en
A, B,C,D sea igual a seis unidades cubicas.

12. ¢ Es posible expresar al vector w’ = (3; 0) como una combinacion lineal de los vectores
v =(2; 1)y w = (5; 1)?. Justifique su respuesta.
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» EBJ

10.

ERCICIOS DE AUTOEVALUACION:

¢ Es posible que existan dos vectores 1’y v” que cumplan simultaneamente las siguientes

—

condiciones: w v
de R2o0deR3?

=7; Il =2y ||V = 3? ¢Surespuesta cambia si los vectores son

¢Son perpendiculares las diagonales de un cubo? Justifique su respuesta utilizando los
contenidos desarrollados en la unidad.

Hallar todos los vectores de norma /20 que formen con el vector v’ = (1; 2) un angulo de
s

3

Dadosu = (2; a; 0) ; v = (a; 1; 2) y w = (—=2; b; —1), halle todos los valores reales
de ay b para que:

AT/ w v L w 0) Proyz 7 = (3;2;0)
Sea en R? el triangulo is6sceles AOB, donde 0 es el origen de coordenadas, A pertenece
al eje "x", B al eje "y". Halle las coordenadas de los puntos A y B sabiendo que el area
del tridngulo es igual a dieciséis unidades cuadradas.

Proponga un conjunto de tres vectores que no sea linealmente independiente, pero, si
se toman dos cualesquiera, este nuevo conjunto si lo sea:
a) En R? b) En R3

Sea {v; ; v, ; 73} un conjunto de vectores linealmente independiente en R3, analice la
independencia lineal del conjunto de vectores {v; ; v, }.

Determine de ser posible los valores de A € R de manera tal que los siguientes
conjuntos de vectores sean linealmente independientes:

a) A= {(1;0; 1); (0; 1; A); (—2; 0; =2)}

b) B ={(24; =2; 3); (0; =2; 1); (—=2; 0; =2)}

o ={@%23); & -2 -3)

Sean P = (a,0,0) y Q = (0,0, b). Encuentre todos los valores de a y b de forma tal que el
conjunto € = {PQ; (—1,0,1)} sea linealmente dependiente y ||Pq|| = V8.

Sea E = {v; ; v, } un conjunto de vectores linealmente independiente de R". Sefiale en
cada caso con V (verdadero) o F (falso) segun corresponda. Justifique.

a) {kv;; v;}, k€ Rconk # 0, es linealmente independiente.

b) {v; + v, ; v;} es linealmente independiente.
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